trunc（x） 函数性质探索

赵卫东 2.12.12于遵义

一．trunc(x)与x-trunc(x)的性质

   trunc（x）叫截尾函数，其含义是把x的小数部分去掉，整数部分为其值。很显然

x-trunc(x)就是x的小数部分。因此利用截尾函数我们总是可以把数x分解为写成整数

部分加小数部分的形式：x=trunc(x)+[x-trunc(x)].由此可以看到trunc(x)和x-trunc(x)是我

们首页要认识的一对函数。利用几何画板我们可以容易的画出它们的图像：
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图1


  由图1可以看到trunc函数是阶梯函数，跳跃度是1.每一小线段都是左实右空的线段。也就是说当x属于区间[n,n+1)时，trunc（x）=n）。

   在几何画板中画出round(x)的图形，会发现只要把round的图形向右平移0.5个单位，就

得到了trunc的图形。故有round(x-0.5)=trunc(x),基于这样的原因四舍五入函数round就不必

研究了，只要沿trunc函数就可以了。对于round函数要特别注意：round(-0.5)=0,round(-1.5)=-1

而不是想象中的为-1，-2！其余情况和正常理解的四舍五入吻合。这么设计估计是为了保证

round(x-0.5)=trunc(x)成立的原因。所以本质上四舍五入函数与截尾函数是同一个函数，唯一的差别是它们的图形位置不同吧了。

  接着绘制x-trunc(x)的图像：
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图2

从图2可以看出，每条小线段都是左实右空的，并且在R上非周期函数，但是x>0时周期是1，x<0时周期是 -1.看看阴影小正方形就知道了每条小线段的特征了。

  小结：

   1.trunc(x)-----跳跃函数，跳跃度为1。

   2.x-trunc(x)----x>0时，是周期为1的函数。

   3.在0~1正方形内，trunc（x）的图形为其底边线段，x-trunc(x)为其对角线。

trunc(nx)与nx-trunc（nx）性质

  现在我们来构建两个函数，设n为自然数，记f(x)=trunc(nx) ,  g(x)=nx-trunc(nx).

由熟悉的数学知识知道，把trunc（x）的横坐标压缩1/n ，纵坐标不变就得到了函数

f(x)=trunc(nx)的图像。x-trunc（x）与g(x)=nx-trunc(nx) 的关系也是类似的。

  小结：

   1.f(x)=trunc(nx)---跳跃度为1，在区间[i-1/n,i/n)上为一长度为1/n的水平线段，也可以

说成当定义域是,[0,1/n) [1/n,2/n) ......,[n-1/n,1)等等时，其值域是区间[0,1).

   2.g(x)=nx-trunc(nx)----在x>0时是周期为 1/n 的函数，其值域是[0,1)，或者

当定义域是,[0,1/n) [1/n,2/n) ......,[n-1/n,1)等等时，值域是[0,1)。
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接下来在x轴上从0到1绘制一线段，并在上面取一动点m，度量出点m的横坐标xm

，计算出f(xm),g(xm),这两个值一个具有跳跃度1，一个具有周期 1/n. 利用这个特性我们

描点a(f(xm),g(xm)),b(g(xm),f(xm)),现在构造m驱动点a，b的轨迹，这时我们惊奇的发现

得到了两组平行与坐标轴的线段。每条线段的长都等于1 .
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把0~3的小正方形划分为9个全等的小正方形，我们发现这两组线段把0~1小正方形围了起来。这两组分别平行与x轴和y轴的线段的周期是1.

   问题：能不能把竖直的小线段全部压到0~1正方形内部呢？

我们从参数方程的角度来看待点a：

x=trunc(n*xm),y=n*xm-trunc(n*xm).这个参数方程的图形就是竖直的线段组。第一个函数是跳跃函数，从区间[i-1，i)到区间[i+1/n,i+2/n)，跳跃1，值域是整数集合.第二个函数是周期函数(x>0时)，周期为1/n,值域是[0,1).n*xm的变化范围是[0,n).当xm属于[0,1/n)时，
n*xm属于[0,1),x=0,y属于[0,1),当xm属于[1/n,2/n)时，n*xm属于[1,2),x=1,y属于[1,2),

如此重复而已。因此x=0时，y=0.几，x=1时，y=1.几，当x=2时，y=2.几等等。

trunc(n*x)/n 与 [n*x-trunc(n*x)]/n 

  把函数f(x)=trunc(nx)，g(x)=nx-trunc(nx)分别处以n得到函数

q(x)=trunc(nx)/n 与r(x)=x-trunc(nx)/n.这两个函数有什么性质呢？由数学的变换

知识知道：

把trunc(x)的图像，先沿x轴压缩横坐标1/n,其次在把纵坐标压缩1/n即得q(x)的图像。

由于trunc是跳跃度为1的跳跃函数，在[0,1)上的值是0，在[1,2)上的值是1，在[2,3)上的值是2等等。当把它的横坐标压缩1/n 时，trunc（x）就变成了trunc（nx），此时，

当x属于[0,1/n),trunc(nx) =0，当x属于 [1/n,2/n)时，trunc(nx)=1,当x属于[2/n,3/n)时，

trunc(nx)=2如此等等。在接下来把trunc(nx)沿y轴压缩1/n,就得到了q(x)=trunc(nx)/n

的图像，此时，
当x属于[0,1/n),trunc(nx)/n =0，当x属于 [1/n,2/n)时，trunc(nx)/n=1/n,当x属于[2/n,3/n)时，trunc(nx)=2/n,如此等等.下面画出q(x)的图像：
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同样，我们把x-trunc(x)的首先沿x轴压缩1/n,得到nx-trunc(nx) 的图形，再把它沿y轴压缩1/n, 就得到了r(x)=x-trunc(nx)/n的图形。我们知道x-trunc(x)是周期为1，值域为[0,1)的函数，因此r(x)=x-trunc(nx)/n是周期为1/n,值域为[0,1/n)的函数。也就是数当x跑遍

区间[i-1/n,i/n)时，其值就正好跑遍区间[0,1/n)一次。
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再次画图

  现在我们建立一个参数方程：x=trunc(n*xm)/n  ,y=xm-trunc(n*xm)/n,  xm属于[0,1),我们先来分析一下图形会是什么样子，再用几何画板画图验证我们的分析。第一个函数

是跳跃函数，第二个函数是周期函数。当xm属于[i-1/n,i/n)（i=1,2......）时，x=(i-1)/n,y跑遍区间[0,1)一次。因此这个参数方程描述的轨迹是n条竖直线段，这些线段经过x轴上的点，横坐标依次为0，1/n,2/n......(n-1)/n，每条小线段都垂直于x轴，长度为1/n.

图形如下：
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显然，如果交换x，y描点，将得到的是垂直于y轴的图形。那么我们能不能得到长为1的小线段呢？可以。你只要把y=xm-trunc(n*xm)/n的纵坐标伸长n倍就可以了。

即用x=trunc(n*xm)/n， y=n*xm-trunc(n*xm)描绘轨迹就可以了。
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网格的构建就这么简单。

如果我们在同一坐标系里绘制参数曲线：

x=trunc(n*xm)/n  ,y=xm-trunc(n*xm)/n,与y=trunc(n*xm)/n  ,x=xm-trunc(n*xm)/n,

你会发现将出现一个小小的正方形。这个小小的正方形可以在几何画板中迭代出网格化的空间曲线。空间画球就可以用这种方法迭代完成。这里就不着讨论了。在这里我们关心的是trunc函数的基本性质。
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结束语

   对trunc(x)函数的认识，关键是抓两点：一是从变换的角度去研究它们，二是注意和它配对的函数x-trunc(x)的性质，注意这两个函数一个是跳跃函数，一个是周期函数，并擅于从图形上理解它们的性质。

